
圆周率近似值的计算

庄裕旻

2024 年 1 月 10 日

目录

一、引言 1

二、有关圆周率近似值计算的数学史 1

三、几个重要的可用于计算圆周率的方法的证明 3

1. 阿基米德迭代法的证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2. 格雷戈里-莱布尼茨级数的证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

3. 牛顿的级数展开式的证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

4. 拉马努金公式的证明（简述） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

四、圆周率的计算实践 6

1. 基于阿基米德迭代法的计算程序 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2. 基于拉马努金公式的计算程序 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

3. 基于 Gauss-Salamin-Brent 迭代法的计算程序 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

五、总结 9

摘要

π 是一个重要的常数，自从人类认识圆以来，便一直在优化计算 π 的方法，本文将简要梳

理有关圆周率的数学史，总结一些重要的迭代法或级数的证明，并选取其中效率较高的阿基米

德迭代法、拉马努金公式和 Gauss-Salamin-Brent 迭代法进行实际计算测试。
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二、有关圆周率近似值计算的数学史

一、引言

圆周率是数学中的一个重要常数，它可以算是数学常数中与现实世界的关联最为密切的常数之

一，无论是在基础科学研究，还是在工程技术应用中，都有其广泛而重要的作用。然而，尽管圆周

率的概念非常简单，即圆的周长与直径的比值，但其精确值却无法用有限的数字来表示，这就引出

了一个有趣而重要的问题：如何计算出圆周率的近似值，以满足各种实际需要？这是一个自古至今，

从东方到西方，数学家们一直在探索和研究的课题。

本文将对圆周率近似值的计算方法进行深入研究，首先，本文将回顾有关圆周率近似值计算的数

学史，展现人类对这个问题的探索过程和成果；然后，本文将介绍一些重要的计算圆周率近似值的

方法，并对其进行证明；最后，本文将选取其中几种效率较高的方法，进行实际计算测试，验证其

有效性和准确性。希望通过本文的总结与分析，能够对圆周率近似值的计算有更深入的理解。

二、有关圆周率近似值计算的数学史

圆周率 π 的发现与计算过程是一个漫长的过程[1]，从一开始发现圆的周长和直径的比值是一个

常数，到开始基于圆的几何性质进行估算，再到数列和级数发明后用全新的方式进行估算，圆周率

近似值的计算过程是几何学和分析学发展的一个缩影。

在认识圆周率的早期，主要的发展成就是“圆和圆周率是什么”。最早的圆周率记载，大约是在

4000 多年前的古巴比伦文明[1][Page 21]，从目前出土的石刻来看，古巴比伦人，将圆周率确定在了

3.125。而在 2500 年前的古代及，虽然没有确凿的证据，但是胡夫金字塔的周长和高度之比刚好是

圆周率的两倍左右，甚至据说准确度已达到后世割圆术的精度（但考虑到后人测量本身的误差，笔

者对这个结论持怀疑态度），所以我们可以猜测，古埃及金字塔的建筑，和圆周率是存在关系的。而

中国有关圆周率的最早记载，是春秋战国时期的墨家鲁班书籍当中，出现了“圆径一而周三”的说

法。公元前五世纪，伊利斯的希比亚斯[1][Page 40] 试图通过希比亚斯四等分线来确定圆周率。

随着几何学的进一步发展，数学家们开始尝试通过几何方法来估算圆周率的值[1]。公元前三世纪，

阿基米德通过圆内接正多边形和外接正多边形来逼近圆，并由此计算得 310
71

< π < 31
7
。公元 5 世

纪，在刘徽“割圆术”的基础上，祖冲之计算得 3.1415926 < π < 3.1415927，虽然祖冲之所著《缀

术》失传，但有人证明了通过算筹方便地进行高精度开方运算是可行的[2]，并且从名称上来看很可

能与真正的《缀术》确实有关。16 世纪的列奥纳多·达·芬奇和 17 世纪时的一份日本文献记载了

一种通过重新排列求解圆的近似面积的方式[1][Page 19]，这种方法将圆分成相等的扇形，并将它们

排列成一个近似的平行四边形。这种方法并不复杂，因此有人怀疑古代人们可能使用了这种方法的

一种形式来计算圆的面积。
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二、有关圆周率近似值计算的数学史

到了 17 和 18 世纪，随着数列和级数的发现，圆周率近似值的计算进入全新时期[1]。格雷戈里、

莱布尼茨和欧拉等数学家发现了 π 的无穷级数表示，使得可以相对容易地计算 π 到小数点后几十

位。不久后牛顿优化了 π 的级数求解方式，极大地加快了收敛速度，仅仅使用 22 项，就能得到小

数点后 16 位的精度。在接下来的一两百年里，众多数学家，如傅里叶、黎曼等，提出了许多收敛

于 π 的级数[3]，但是收敛速度从主观上来讲暂无明显提升。

20 世纪初，拉马努金公式的发现使得收敛速度明显加快，电子计算机的发明结合拉马努金公式

等收敛速度较快的计算方式，使得已知的圆周率位数飞速上升，1949年时，通过计算机 ENIAC，人

类将 π 估算至小数点后 2035 位，在 1967 年，通过计算机 CDC6600，将 π 计算至小数点后 500000

位[4]。在 1976 年的两篇论文中，Salamin[5]和 Brent[6]基于算术几何平均和高斯的想法，独立给出了

一个比其他任何圆周率经典公式收敛快得多的迭代算法，一种称法是 Gauss-Salamin-Brent 迭代算

法，它可以二次收敛于 π，本质性地提升了收敛速度，开启了圆周率近似值计算的新纪元。很快，

在 1987 年，圆周率的估算精度就达到了亿位级别[4]。

从最初连概念都是模糊的，到如今有效数字突破万亿级，圆周率近似值计算的发展，是人类数学

发展的一个缩影，它代表了人类对数学的认知，从感性走向理性，又用理性成就实用的历史演进过

程。
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三、几个重要的可用于计算圆周率的方法的证明

三、几个重要的可用于计算圆周率的方法的证明

1. 阿基米德迭代法的证明

阿基米德迭代法[7]的表达式如下：

a0 = 2
√
3, b0 = 3

ak =
2ak−1bk−1

ak−1 + bk−1

, bk =
√

akbk−1

lim
k→+∞

ak = lim
k→+∞

bk = π

证明. 取一个半径为 1 的圆，则它的半周长就是 π，设 ai 为外切正多边形的半周长，bi 为内接正

多边形的半周长，初始时均取六边，则有 a0 = 2
√
3, b0 = 3。不失一般性，假设内外两个正多边形

的切点和接点重合，且每次“割圆”后边数翻倍。

先证明 ak 的递推式：
ak
ak−1

=
PQ+ AQ

IQ+ AQ
=

2PQ

IQ+ PQ

由于 △IPQ ∼ △ISA，有

ak
ak−1

=
PQ+ AQ

IQ+ AQ
=

2PQ

IQ+ PQ
=

2SA

IA+ SA
=

2bk−1

ak−1 + bk−1

即可证明

ak =
2ak−1bk−1

ak−1 + bk−1

然后证明 bk 的递推式：
bk
bk−1

=
2AP

AB
=

AP

AS
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2. 格雷戈里-莱布尼茨级数的证明 三、几个重要的可用于计算圆周率的方法的证明

由几何关系和三角函数易得 PQ+AQ
AS

=
(
AP
AS

)2
，由此可推出：

bk
bk−1

=

√
ak
bk−1

, bk =
√
akbk−1

当 k → +∞ 时，内接正多边形和外切正多边形均“趋向于”和圆重合，此时 ak → π, bk → π。

证毕 ■

2. 格雷戈里-莱布尼茨级数的证明

格雷戈里-莱布尼茨级数由莱布尼兹基于格雷戈里的反正切函数展开式提出，该级数的表达式如

下：

π

4
=

+∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · ·

证明. 首先，求解反正切函数的级数展开式。

由于

(arctanx)′ =
1

1 + x2

因此

arctan(x) =
∫ x

0

1

1 + t2
d t

对 1
1+t2
进行几何级数展开，得到：

1

1 + t2
=

+∞∑
n=0

(−t2)n (|t| < 1)

则有

arctan(x) =
∫ x

0

1

1 + t2
d t =

∫ x

0

+∞∑
n=0

(−t2)n d t =
+∞∑
n=0

(−1)n
∫ x

0

t2n d t =
+∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

2n+ 1
(|x| < 1)

接下来，代入 x = 1，则有：

π

4
= arctan(1) =

+∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · ·

证毕 ■

3. 牛顿的级数展开式的证明

牛顿的级数展开式基于反正弦函数的展开式，该级数的表达式如下：

π

6
=

+∞∑
n=0

(2n+ 1)!!

(2n)!!(2n+ 1)222n+1
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4. 拉马努金公式的证明（简述） 三、几个重要的可用于计算圆周率的方法的证明

证明. 先证明反正弦函数的级数展开式。这一步可以用仿照格雷戈里-莱布尼茨级数的证明思路，先

把 arcsin(z) 写成
∫ z

0
1√
1−t2

d t，然后将 1√
1−t2
表示成幂级数展开，通过二项式定理，得到：

1√
1− t2

= (1− t2)−
1
2 =

+∞∑
n=0

(
−1

2

n

)
(−t2)n =

+∞∑
n=0

Cn
2n

22n
t2n

则有：

arcsin(y) =
+∞∑
n=0

Cn
2n

22n
y2n+1

2n+ 1

代入 1
2
，有：

π

6
= arcsin(1

2
) =

+∞∑
n=0

(2n+ 1)!!

(2n)!!(2n+ 1)222n+1

■

4. 拉马努金公式的证明（简述）

以这个版本为例（主要借鉴自 On proving some of Ramanujan’s formulas for 1
π

with an elementary

method[8]）：
9

2π
=

+∞∑
n=0

(1
2
)n(

1
4
)n(

3
4
)n

(1)3n
(7n+ 1)

(
32

81

)n

这个“elementary”的证明方法，主要基于转换法。该论文首先梳理了拉马努金早年的一些文献，

并结合其他已有结论，确定了若干“出发点”；随后，作者总结了所有已知的拉马努金公式，归纳

出了一个普遍的形式，并在此基础上进行了一些化归和整理，例如该版本归属于 s = 1
4
这一类；接

着，作者完善了“出发点”和相关引理的证明，使得后续可以基于它们进行转化；然后向已知结论

化归[8][Page 26]：

3F2(
1

2
,
1

2
,
1

2
, 1, 1, x) = (1− x)−

1
2 3F2(

1

2
,
1

4
,
3

4
, 1, 1,− 4x

(1− x)2
)
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四、圆周率的计算实践

四、圆周率的计算实践

基于前述的理论推导，选取效率较高的三种计算方法进行实际计算检验，计算过程使用 Python

的 mpmath 提供高精度浮点数运算，并在完成计算后与标准答案[9]进行比对，当程序输出的 π 近

似值在小数点后 10000 位内与标准答案相同，考虑到 π 的十进制表示难以出现“末位的微小误差

引起大量数位的改变”这种情况，可以认为该程序计算结果的前 10000位是准确的。完整的程序源

码、运行环境及数据等信息详见https://dev.zymsite.ink/PiCalculator。

1. 基于阿基米德迭代法的计算程序

基于阿基米德迭代法[7]

a0 = 2
√
3, b0 = 3

ak =
2ak−1bk−1

ak−1 + bk−1

, bk =
√

akbk−1

lim
k→+∞

ak = lim
k→+∞

bk = π

可以写出如下程序：

#!/usr/bin/pypy3
from mpmath import mp

# 设置精度（位数）
mp.dps = 10000

a_0=mp.mpf(2)*mp.sqrt(3)
b_0=mp.mpf(3)
for k in range(20000):

a_k=2*a_0*b_0/(a_0+b_0)
b_k=mp.sqrt(a_k*b_0)
a_0=a_k
b_0=b_k

approx_pi=(a_0+b_0)/2
print(approx_pi)

虽然阿基米德迭代法中，每一步计算的运算量较小，但由于它的迭代速度相对较慢，每一步迭代

只能增加 0 到 2 位有效数字[7]，因此在这种具体实现下（中间过程精度受限，也是 10000 位），精

确到小数点后 10000 位需要迭代约 20000 步。
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2. 基于拉马努金公式的计算程序 四、圆周率的计算实践

2. 基于拉马努金公式的计算程序

通过拉马努金公式中，这个最有名的版本[10]

1

π
=

√
8

9801

∞∑
n=0

(4n)!

(n!)4
· 1103 + 26390n

3964n

可以写出如下程序：

#!/usr/bin/pypy3
from mpmath import mp

# 设置精度（位数）
mp.dps = 10000

def compute_pi(n_terms: int) -> mp.mpf:
pi_inverse = mp.mpf(0)
for k in range(n_terms):

numerator = mp.fac(4*k) * (1103 + 26390*k)
denominator = mp.power(mp.fac(k), 4) * mp.power(396, 4*k)
term = (2 * mp.sqrt(2) / 9801) * (numerator / denominator)
pi_inverse += term

return 1 / pi_inverse

# 计算 �的近似值，使用 2000个项
approx_pi = compute_pi(2000)
print(approx_pi)

虽然这个公式每增加一项可以增加约 8 位有效数字[7]，但由于在这种具体实现下，运算过程中小

数点后的数字就已经被截断，因此达到 10000 位有效数字需要大约计算 2000 项。

3. 基于 Gauss-Salamin-Brent 迭代法的计算程序

基于 Gauss-Salamin-Brent 迭代公式[7]

a0 = 1, b0 =

√
2

2
, s0 =

1

2

ak =
ak−1 + bk−1

2
, bk =

√
ak−1bk−1, ck = a2k − b2k, sk = sk−1 − 2kck, pk =

2a2k
sk

lim
k→+∞

pk = π

可以写出如下程序

#!/usr/bin/pypy3
from mpmath import mp

# 设置精度（位数）
mp.dps = 11000

a_0=mp.mpf(1)
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3. 基于 Gauss-Salamin-Brent 迭代法的计算程序 四、圆周率的计算实践

b_0=mp.sqrt(2)/mp.mpf(2)
s_0=mp.mpf(0.5)
for k in range(1,13+1):

a_k=(a_0+b_0)/2
b_k=mp.sqrt(a_0*b_0)
s_k=s_0-mp.power(2,k)*(a_k*a_k-b_k*b_k)
a_0=a_k
b_0=b_k
s_0=s_k

approx_pi=2*a_0*a_0/s_0
print(approx_pi)

由于涉及到 a2k − b2k 这样的项，所以对中间过程的保留精度要求略高一些，中间过程的保留位数

要超过 10000 位才有可能最终结果精确到 10000 位，在这种具体实现方式下，精确到 10000 位需

要 13 次迭代

以上的三种方法中，阿基米德迭代法本质上基于割圆术一类的思想，最早的达到实用精度的 π 近

似值便是采用类似的方式手工计算出的[11]；基于拉马努金公式的计算方法使得收敛速度明显加快，

是电子计算机时代圆周率近似值计算的重要里程碑；而 Gauss-Salamin-Brent 迭代法为二次收敛[7]，

可以在对数步迭代内完成近似计算，计算效率远超旧有的计算方法，是圆周率计算领域的飞跃性进

步。
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五、总结

五、总结

本文通过对圆周率近似值的计算方法的简单介绍，梳理了人类对这一重要数学常数的认识和计

算方法的演进过程。从最早的几何方法，到后来的线性收敛的级数和迭代等方法，再到现代的非线

性收敛的方法，每一种方法的出现都代表了数学理论和计算技术的重大进步。

通过对阿基米德迭代法、拉马努金公式和 Gauss-Salamin-Brent 迭代法等方法进行理论证明和实

际计算测试，本文验证了这些方法的有效性和准确性。特别是 Gauss-Salamin-Brent 迭代法，其二

次收敛的特性使得计算效率远超旧有的计算方法，为圆周率计算领域带来了飞跃性的进步。

然而，尽管我们已经可以计算出圆周率的近似值到小数点后万亿位，但这并不意味着我们已经完

全掌握了圆周率。圆周率的无理性和超越性仍然使其充满了神秘和魅力，如何更高效地计算圆周

率，如何更深入地理解圆周率，以及圆周率与其他数学领域的关系等问题，仍然需要我们去探索和

研究。事实上，在 1991年，Jonathan Borwein和 Peter Borwein提出了一种三次收敛的算法[12]，进

一步提升了计算效率。数学是永无止境的，这是数学的魅力所在，它总是能提供无穷无尽的问题和

挑战，激发我们的好奇心和求知欲。
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